CORRELACAQ —“Aqui me tens de regresso”

O assunto Correlacédo fez parte, acompanhado de Regressdo, do programa de Auditor
Fiscal, até 1998, desaparecendo a partir do concurso do ano 2000 para agora retornar sozinho.

Mesmo sabendo que Regressédo ndo faz mais parte do programa, devemos, pelo menos,
entender a diferenca entre Correlagdo e Regressdo, que sdo assuntos proximos, mas ndo sao a
mesma coisa.

¢ A CORRELACAO mede a forca, a intensidade ou grau de relacionamento entre duas
ou mais variaveis.

¢ A REGRESSAO fornece uma equacéo que descreve esse relacionamento em termos
matematicos.

Para um modelo linear simples podemos encontrar essa equagdo (chamada de equacgéo
da reta ajustante e igual a: Y= &+BX) pelo Método dos Minimos Quadrados e através dessa

equacao poder estimar valores ndo observados da variavel Y. Os valores de  (coeficiente angular
da reta) e de «a (intercepto) serdo calculados com base nas observacdes de X e de .

E claro que s6 poderemos estabelecer um modelo de regresséo entre duas (regressio
simples) ou mais (regressdo mdultipla) variaveis se estas forem dependentes, ou seja, o valor de Y
depende do valor de X e nesse caso existe correlacdo entre X e Y (correlagéo diferente de zero),
pois as variaveis se relacionarao.

Se as variaveis forem independentes, (hdo ha relacionamento entre elas), ndo existira

correlacdo (correlacdo nula ou auséncia de correlacdo) e nesse caso nao poderemos estabelecer
um modelo de regresséo.

A Correlacao entre duas variaveis pode ser:

1) POSITIVA (Correlacdo Direta) - Quando, para valores altos de uma variavel
corresponderao valores altos para outra e para valores baixos de uma, associaremos também

valores baixos para outra. Nesse caso, o valor do Coeficiente de Correlagédo entre X e Y (pyy)
estara entre O (exclusive) e 1 (inclusive), ou seja, 0<p,, <1. Quando p,, =1, dizemos que a

Correlagdo entre X e Y é Direta e Perfeita. Assim, para cada aumento na variavel X, a varidvel Y
aumentarqd na mesma propor¢cdo. Exemplos de correlacdo direta: salario e investimento em
poupanca (em geral quanto maior for o salario maior serd o valor poupado); idade e presséo
arterial (em geral, as pessoas mais idosas tém maior pressao arterial); nota em Matemética e nota
em Estatistica (geralmente as pessoas com maior dificuldade em Matematica, notas baixas, terdo
maior dificuldade em Estatistica, apresentando também, notas baixas);

2) NEGATIVA (Correlagéo Inversa) - Quando as variaveis tém sentidos opostos, ou
seja, a medida que X aumenta, o valor de Y diminui. Nesse caso, o valor do Coeficiente de

Correlagdo entre X e Y (p,, ) estara entre — 1 (inclusive) e O (exclusive), ou seja, —1<p,, <0.
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Quando p,, =-1, dizemos que a Correlacdo entre X e Y € perfeitamente inversa e

assim, a cada aumento da variavel X, a variavel Y diminuird na mesma propor¢cdo. Um exemplo
de Correlacdo Inversa: considerando automéveis de mesmo ano, marca e modelo, quanto maior
for a quilometragem do veiculo, menor sera o preco de venda.

3) NULA (auséncia de correlacdo) - Quando ndo é possivel estabelecer uma relacao

entre as variaveis X e Y, e nesse caso p,, = 0. E o que ocorre quando as VARIAVEIS forem

INDEPENDENTES.
Analisando os trés casos possiveis com relacdo a Correlagdo, vemos que 0 seu

coeficiente (p,, ) varia apenas no intervalo de — 1 até 1, ou seja, py, = [-1; +1]. A Correlagdo sera

forte (positiva ou negativamente) quando estiver proxima de 1 ou de —1, e fraca quando estiver
préxima de zero. Abaixo, temos os diagramas de dispersdo para os trés tipos de correlacédo

descritos anteriormente:

Valor de Descric¢do do relacionamento Diagrama de dispersio
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Extraidos do livro Estatistica Aplicada a Administragcao — William J. Stevenson — Editora Harbra.
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Uma férmula para encontrar o valor do Coeficiente de Correlacéo Linear Simples é dada por:
ny XY-YX->Y
Janz (> x)? \/nZYZ Yy

, onde n é o nimero de pares de observacoes.

. . COV(x, :
Mas essa formula pode ser resumida por: |py, = COVxy) ou seja:

Gy 'Oy

E a Covariancia entre X e Y dividida pelo produto dos desvios padrdes de X e de Y.

Observe que, na 12 formula dada, no denominador temos:

\/nz X2 - (XX que nada mais é do que n-c,; e

\/nZYZ ~(XY) que nada mais é do que n-c,;

Observe agora que o numerador da 12 formula é:

nY XY -3 X-3Y que nada mais é do que n?-COV(x,y).

Ent&o, substituindo nY. XY -3 X-YY por n?-COV(x,y), \/nzxz ~(XX)* por n-o, e

2
\/nZYZ ~(XY) por n-o, teremos: p,, :nnL\/(x,y).
Oy -N-oy
Dividindo o numerador e o denominador por n?, fica: Py =M, que é bem mais
Gy "Oy

facil de guardar do que a 12 formula. Entdo, € importante saber que a Covariancia entre X e Y

nada mais é do que a esperanca conjunta de X e Y menos o produto das esperancas individuais,
ou seja: [COV(x,y) = E[XY]-E[X]-E[]|

Provando que as transformacdes estdo corretas:

)= 257 ] - 2% e ] - 27

Assim, COV(x.y) - YXY ¥X ¥V . COV(xy) = ZXY_ZX.ZZY_
n n n n n

Multiplicando por n> ambos os membros da igualdade:

n

2.COV(xy)=n? -(Z:‘W - ZX'ZZYJ = |n?.COV(x,y)=n3E. XY -3 X-3Y

A variancia de X é dada por: ci - {Z X2 _ (Z X) }

. . . X)?
Multiplicando por n? ambos os membros da igualdade fica: n - 62 = n? l{z X2 - Zx) }
n

Logo: n? - o2 =n-{ZX2 —@} = n?.62 =nY X2 - (X x)?
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Portanto, o desvio padrédo de X sera: |n-c, = \/nz X2 - (3 x)?

O mesmo procedimento sera valido para provar que: [n-cy = \/nZY2 - (z Y)2

Qual das duas férmulas utilizar?

n_XY->X->Y COV(xy) ,
ou Pxy =———— ¢

Pxy =
INEX2 —(EXP nT Y2 —(ZY) Ox Oy

Como j4 comentado anteriormente, ambas sdo equivalentes, mas a segunda € bem mais

facil de guardar do que a primeira. Para decidir qual das duas usar, dependerd dos dados
fornecidos na questdo que for proposta, mas em qualquer uma das duas férmulas o ideal é
comecar calculando o numerador, pois se as variaveis forem independentes, a covariancia sera
igual a zero e podemos responder que a correlagdo também sera zero, sem necessidade de
célculo das variancias de X e de Y, 0 que ja evitara trabalho e perda de tempo.
. , COV(x, . , .
Veja na segunda férmula, p,, =J, gue o denominador sera sempre positivo,
Gy Oy

pois cada desvio padrdo é a raiz quadrada positiva da variancia (ndo existe desvio padrédo
negativo). Ora, o produto de dois valores positivos sempre sera positivo. O que ira determinar se a

Correlagéo sera positiva, negativa ou nula, sera a Covariancia, pois se:

1) COV(x,y) > 0 = py, =£ = [py >0

0
2) COV(X,y) =0 = pyy = 7

= pxy=0

3) COV(X,y) <0 = p,y =— = |pyy <0
+

E quando a covariancia sera positiva, negativa ou nula?

Dependera do valor da esperanga conjunta e dos valores das esperancas individuais,
pois sabemos que: COV/(x,y) = E[XY]-E[X]-E[Y]

Logo, se:

E[XY]> E[X]-E[Y]= COV(x,y) >0

]
]

E[XY]<E[X]-E[Y]= COV(x,y) <0

E[XY]=E[X]-E[Y]= COV(x,y) =0

Embora o nosso foco principal seja Correlagéo, € importante saber que, quando p,, =0,
podemos estabelecer a reta de regressédo, dada por: Y = &+[§X. Quando p,, >0, o valor do

coeficiente angular da reta () também sera positivo e a reta tera inclinacdo para cima. Quando
Pxy <0, 0 valor do coeficiente angular da reta (B) também sera negativo e a reta tera inclinagéo

para baixo (veja os diagramas de dispersdo mostrados anteriormente).
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Vejamos um exemplo numérico para melhor entendimento:
Abaixo temos uma tabela com as notas obtidas por 10 alunos em Matemética (variavel X)
e Estatistica (variavel Y):

ALUNO X Y
A 6 7
B 5 6
C 9 10
D 10 9
E 3 2
F 4 3
G 8 9
H 7 5
I 6 6
J 2 3

Sem fazer célculo algum, podemos entender que devera haver relacdo entre essas
variaveis, ou seja, o0 aluno que tem dificuldade em Matematica devera ter dificuldade também em
Estatistica, que é uma disciplina que depende essencialmente da Matematica. Portanto para
valores altos de X teremos associados valores altos em Y e para valores baixos em X valores
baixos em Y (correlacdo direta).

Vejamos entdo se a covariancia ¢é diferente de zero, lembrando que
COV(x,y) = E[XY]-E[X]-E[Y]. Lembrando ainda que: E[XY]z%; E[X]z% e E[Y]z%.

Vamos entdo calcular, na tabela dada, esses somatdrios:

ALUNO X Y XY
A 6 7 42
B 5 6 30
C 9 10 90
D 10 9 90
E 3 2 6
F 4 3 12
G 8 9 72
H 7 5 35
| 6 6 36
J 2 3 6
TOTAL 60 60 419
Assim, E[XY]= 41—1; = 419; E[X]= 00 _ge ElY]= % -6

Portanto, COV(x,y) = 419-6-6 = COV(X,y) = 41936 = COV(x,y)=59.

Observamos que, como ja haviamos previsto, h4 uma correlagéo direta entre X e Y, pois

COV(x,y) > 0 e assim sendo, [p,, >0|.

Vamos entdo avaliar o grau, a forga ou intensidade desse relacionamento calculando o
Coeficiente de Correlagéo entre X e Y. Se tivéssemos obtido COV(x,y) = 0 nem calculariamos as

variancias, pois se o numerador fosse igual a zero, p,, seria igual a zero.
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Precisamos agora, calcular as variancias de X e de Y para obter os seus desvios

padrdes. Completando a tabela anterior com os quadrados de X e de Y, temos:

ALUNO X Y XY X Y?
A 6 7 42 36 49
B 5 6 30 25 36
C 9 10 a0 81 100
D 10 9 90 100 81
E 3 2 6 9 4
F 4 3 12 16 9
G 8 9 72 64 81
H 7 5 35 49 25
| 6 6 36 36 36
J 2 3 6 4 9
TOTAL 60 60 419 420 430
2 2
V[X] = E{z X2 _M} = V[X] = i{420 _(60) } = V[X]= i{420 ~360} = V[X]= €0 _.
n n 10 10 10 10
1)_y2 (RY)? 1 (60)* 1 70
VIY]==i3Y2 =L 1 = V[Y]=-—1430 -1} = V[Y]=-—{430-360} = V[Y]=— =7.
n n 10 10 10 10

Podemos agora calcular o Coeficiente de Correlacao, utilizando a formula mais simples
_ COV(x,y) ,

59
_ 7 = = = -
P ey, Y e ™Y a2

uma forte correlacdo entre estas variaveis.

= pyy =091039, o que indica haver

Considerando que o assunto Regressdo nao faz parte do programa de Auditor Fiscal,

mas apenas Correlacdo, ndo vamos nos aprofundar no assunto, mas €& importante saber que,
como ja dito no inicio, a equacao de regressao (\? = &+[§X) permitira fazermos estimativas para
valores que constam e, principalmente, para valores que n&o constam do conjunto de
observacbes. E importante notar também que, para calcular o valor de & (intercepto),

precisaremos calcular primeiro o valor de . Para calcular o f da equacao, temos a férmula:

- XY-¥X-3Y 5 . ~
B= nz 5 2 22 . Mas, se ja calculamos o valor do Coeficiente de Correlacdo e os
ny X2 —(z X)
valores dos desvios de X e de Y, fica bem mais facil usar uma férmula equivalente:
R oy R . A J7 =
B=pxy -—| Noexemplo dado,  seraiguala: f=091-— = | =098
Gy \/E

Conhecendo o valor de [§ podemos encontrar o valor de & fazendo (pelas propriedades

LY -BEX
. :

da média): Y =& +pX = |a = Y —BX| Ou usar a férmula equivalente: a =

No nosso exemplo, Y=6, X=6¢e ﬁ:0,98. Logo:  =6-0,98-6 :>

Assim, a equacédo da reta de regresséo sera dada por: Y =012 +0,98X|
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Com esta equagao obteremos as seguintes estimativas para Y em funcéo do valor de X:

ALUNO | Xfoiigual a: A estimativa para Y sera:
A 6 Y=012+(098-6) = Y =6,00
B 5 Y=012+(098-5) = Y =5,02
C 9 Y=012+(098-9) = Y =894
D 10 Y =012+(098-10) = Y =9,92
E 3 Y=012+(098-3) = Y =3,06
F 4 Y=012+(098-4) = Y =4,04
G 8 Y=012+(098-8) = Y =7,96
H 7 Y=012+(098-7) = Y =6,98
| 6 Y=012+(098-6) = Y =6,00
J 2 Y=012+(098-2) = Y =2,08

Um dos pressupostos basicos da regressdo é que o valor esperado dos residuos
(diferenca entre o valor real e o valor estimado) seja igual a zero. Vamos verificar que isto ocorre

no nosso exemplo, pois:

Aluno X Y (real) Y (estimado) | Residuos: Y -Y
A 6 7 6 1,00
B 5 6 5,02 0,98
C 9 10 8,94 1,06
D 10 9 9,92 -0,92
E 3 2 3,06 -1,06
F 4 3 4,04 ~1,04
G 8 9 7,96 1,04
H 7 5 6,98 -1,98
I 6 6 6 0,00
J 2 3 2,08 0,92

SOMA DOS RESIDUOS 2> 0,00

Usando a equagdo que encontramos para a reta, podemos fazer diversas estimativas,
como por exemplo, podemaos estimar que:

a) Um aluno que tirou 1 em Matematica obteria:
Y =012+(098-1) = 1,10 em Estatistica;

b) Um aluno que tirou 3,5 em Matematica obteria:
Y =012+(098-35) = 3,55 em Estatistica;

¢) Um aluno que tirou 8,5 em Matematica obteria:
Y =012+(098-85) = 8,45 em Estatistica;
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A seguir, vemos o grafico de dispersédo para os valores observados de X e de Y e 0s

valores estimados pela reta de regresséo:

‘Gréfico de Disperséo entre a Nota em Estatistica (Y) e a Nota em Matemética (X)

10

‘Nota obtida em Estatl'stica‘

=0,98x + 0,12

.
;

4 5 6

Nota obtida em Matematica

10

Neste exemplo, fica dificil buscar valores a estimar porque a variavel nota, em geral, fica

limitada entre zero e dez.

Vamos utilizar outro exemplo, apenas para fazer estimativas, sendo ja fornecidos o

Coeficiente de Correlagéo e a equagdo de regressao.

A tabela abaixo indica as idades (X) e as pressdes arteriais (Y) de 12 mulheres:

IDADE (X)

56

42

72

36

63

47

55

49

38

42

68

60

PRESSAO ARTERIAL (Y)

147

125

160

118

149

128

150

145

115

140

152

155

Coeficiente de Correlagdo: p,, =0,8961. Isto mostra um forte relacionamento entre as

variaveis X e Y.

Reta de regresséo: Y = 80,78 +1138X

Com base na equacdo de regressao, quais as estimativas de presséo arterial para:

a) Uma mulher de 45 anos?
b) Uma mulher de 30 anos?
¢) Uma mulher de 70 anos?
RESPOSTAS:

a) 132(131,988);

b) 115 (114,9179);

c) 160 (160,4381).
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ALGUMAS QUESTOES - EXEMPLOS INTERESSANTES SOBRE O ASSUNTO:

Questdo 1 [BACEN-98] Duas variaveis X e Y tém coeficiente de correlagéo linear igual a 0,9.
Obtendo-se a reta de regressao linear simples de Y sobre X, pode-se dizer que seu coeficiente
angular:

(a) Serd menor que 0,9
(b) Sera maior que 0,9
(c) Podera ser negativo
(d) Podera ser nulo

(e) Sera positivo

RESPOSTA: LETRA E. Esta é extremamente facil, mas é s6 para comegar. E claro que, se o
coeficiente de correlacédo linear for positivo o coeficiente angular também sera positivo, pois a reta

de regressao terd inclinagéo para cima.

Questao 2 [IBGE-99] Se X é uma variavel aleatéria e Y = 5 — 2X, entdo o coeficiente de
correlacdo linear entre X e Y é igual a:

(@ 2,5
(b) 1,0
(c) O
(d) —0,4
(e) -1,0

RESPOSTA: LETRA E. Também é uma questdo facil. Basta ver que, se substituirmos X, na
equacdo dada, pelos valores 0, 1, 2, 3 por exemplo, vamos obter valores de Y iguais a,
respectivamente, 5, 3, 1, —1, ou seja, esses pontos formardo uma reta inclinada para baixo e a
cada aumento de 1 unidade em X, teremos uma redugéo de 2 unidades em Y, 0 que nos mostra

que ha uma relagdo perfeitamente inversa. Logo o Coeficiente de Correlagéo so6 pode ser —1,0.

Questao 3 [SUSEP-94] Se as variaveis aleatérias X e Y séo tais que Y = 2X, o coeficiente de
correlacdo linear y entre X e Y € tal que:

(@vy=1
(b) y=0
(€ y=-1
(d)o<y<1
(e) -1<y<0

RESPOSTA: LETRA A. Nem é preciso dizer que o raciocinio é idéntico ao da questédo anterior,
com a diferenca que, nesta, a cada aumento de 1 unidade em X, teremos um aumento de 2

unidades em Y, o que nos mostrara uma relacdo perfeitamente direta entre X e Y. Logo o

Coeficiente de Correlagdo so6 pode ser igual a 1.
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Questao 4 [SUSEP-98] Considere X e Y duas variaveis aleatérias com variancias de 4 e 1,
respectivamente, e coeficiente de correlacdo igual a 1/4. A varianciade Z= (X +Y) é:

(@) 5

(b) 6

(c) 7

(d) 41/8

(e) 21/4

RESPOSTA: LETRA B. Ainda é uma questdo facil, mas ndo tdo 6bvia como as anteriores. Veja
gue, se as variancias de X e Y sdo, respectivamente, 4 e 1, os desvios padrbes serdo
respectivamente 2 e 1. Agora, peguemos aquela férmula do Coeficiente de Correlacdo em fungéo
_ COV(x,y)
- Gy 'Oy

da Covariancia dividida pelo produto dos desvios: |p,, . O valor do Coeficiente de

Correlagdo (r6), foi dado no enunciado e € igual a 1/4. Substituindo na férmula, encontraremos o
valor da Covariancia, pois: l = M
4 2-1
“Estatistica Basica para Concursos”) que a Variancia da soma de duas variaveis aleatérias é dada
por: V[X + Y] = V[X] + V[Y] + 2cov(x,y). A variavel Z é definida como sendo a soma das variaveis X

= COV(xy) = % Agora veja (a pagina 41 do meu livro

eY,logo, V[Z]=V[X+Y]=4+1+ 2-%=4+1+1:6.

Questao 5 [AFC-94] A tabela abaixo apresenta o nimero de unidades produzidas (P) por 10
operadores de uma fabrica e o numero de unidades produzidas com defeitos (D).
Operador (i) Producéo (Pi) Defeituosa (Di)
1 94 4

98
106
114
107
93
98
88
103
95

O© 0O ~NO O hWN
O ~N kO 01O NO Ol

=
o

Da tabela foram obtidos os seguintes valores:

10 0 10 2 10 _ _
SP=99%6  YP?=99752  Y(p_p) -5504 P ~P)-[D,~D)=65
i1 i-1 = i-1
10 0 10 |2 10
3D, =55 3D =313 Y [,-D) =105 S PD, = 5.543
=1 i=1 i=1 =1

O coeficiente de correlacao linear entre P e D é:

(a) —0,855

(b) 0,731

(c) 0,000

(d) 0,731

(e) 0,855
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RESPOSTA: LETRA E. Nesta questdo, como sao fornecidos os valores de todos os somatorios
possiveis, fica melhor de usar a primeira formula dada para encontrar o valor do Coeficiente de

n2PD-3>P-2D e encontrar 0,85503.
JnYP? — (TP} -ny.D? (D)

Correlacéo entre P e D: ppp =

Questdo 6 [IBGE-2002] X e Y s&o duas variaveis aleatorias com variancias 144 e 64
respectivamente. Assinale o item que NAO indica um valor possivel para a covariancia entre X e Y.

(a) 87,5
(b) 18,7
(c) O

(d) -0,3
(e) —100

RESPOSTA: LETRA E. Uma 6tima questéo, muito inteligente e bem bolada.

V[X] =144 = oy =12;

Temos entdo que: oy -6, =96

V[Y] =64 = o, =8; y

Sabemos que o Coeficiente de Correlagdo (py) varia apenas no intervalo [-1; 1] e que

_ COV(x,y)

Pxy = . Logo, temos 2 hipéteses: Pxy =-1ou p,, =1.

Gy Oy

Se pyy =-1 = COV(X,Y) = py, -Ox -Gy = COV(x,y) =-9
= COV(x,y) = [-96;96]
Se pyy =1 = COV(X,y)=pyy -0x -6y = COV(X,y)=96.

O Unico valor fora desse intervalo é —100.
Questdo 7 [IBGE-2002] Os dados a seguir apresentam os investimentos (em milhares de reais) e

0s lucros (em milhares de reais) no ano seguinte realizados por cinco empresas escolhidas
aleatoriamente:

Empresa Investimento Lucro
1 10 15
2 15 2,0
3 5 0,5
4 12 15
5 18 2,5

O coeficiente de correlacao linear amostral destes dados é, aproximadamente, igual a:

(a) 0,74
(b) 0,26
(c) 0,48
(d) 0,72
(e) 0,98

RESPOSTA: LETRA E. Use uma das duas férmulas para calcular o Coeficiente de Correlagéo

entre o Investimento (X) e o Lucro (Y), e encontre aproximadamente 0,9875.
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Questdo 8 O coeficiente de correlagéo entre duas variaveis, X e Y, € r = 0,60. Se S, =150,
Sy =2, X=10 e Y =20 , determinar as equacdes das retas de regressao de:

a) Y paraX;
b) Xparay.
RESPOSTAS:
- o - 2 ~ 120 -
a) YparaX: p=r-—L = f=060-—— = =222 = B=0,80
) Yp poror = b Te0 = P=1g0 = F

&=Y-fX = 6=20-08-10 = 6 =20-8 = &=12. Logo, |Y =12+08X

R A 50 . R
b) Xpara: [S:r-c—X = B:O,60-l— - B:@ = p=045
oy 2 2

G=X-fY = 6=10-045-20 = 4 =10-9 = & =1. Logo, |[X =1+045Y

Questdo 9 Com base na questdo anterior, calcular:
a) O erro padrao da estimativa de Y para X, S.;

b) O erro padrdo da estimativa de X para’Y, Sy, .

RESPOSTAS:

a) Syx=S,V1-r? =S, =2.41-060? = S, =2-,/064 =[Sy, =160

b) Sxy =Sx:V1-r* = S,, =1511-060° = S,, =15-,/064 =[Sy, =120

Questao 10 Se Sy, =3 e S, =5, determinarr.

RESPOSTA:

2 2 2 2 —
Syx =S, V1-r? = 3=5.4y1-r> = 060=v1-r? = 1-r? =036 = r? =064 = |r =080

Questao 11 Se o coeficiente de correlacéo entre X e Y é 0,50, que percentagem da variacéo total
permanece ndo-explicada pela equacéo de regresséo?

RESPOSTA: O Coeficiente de Determinacdo, que mede o grau de explicacdo da variavel Y pela
variavel X, se Y for dependente de X, é dado por: r?.

A variac&o néo-explicada sera dada por: 1 — r°.

Logo, ser=0,50, entdo 1 —r*=1-0,5=1 - 0,25 = 0,75 = 75%.

DESEJO BONS ESTUDOS E EXCELENTE PROVA DE ESTATISTICA A TODOS!
PROFESSOR PEDRO BELLO
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